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5 Chaine de Markov Cachée

OBSERVATION ESPACE DISCRET

Probabilité d’observer un cygne | Probabilité d’observer une oie 25/26 8/9 88/89

Période 1 0.8 0.2
Période 2 0.5 0.5
Période 3 0.1 0.9

1. Evaluation de la probabilité de I'observation d’'un mot
2. Recherche du chemin le plus probable
3. Apprentissage : comment ajuster sa HMM pour maximiser la vraisemblance

Plus d’information sur smart--grid.net

L’ensemble des cours sont disponible au format Slides et Cours sur le site.



5 Chaine de Markov Cachée
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L’ensemble des cours sont disponible au format Slides et Cours sur le site.



5 Chaine de Markov Cachée

QUAND L’UTILISER CLASSIFICATION

Lorsque le processus fonctionne par étape Les HMM sont des techniques de classification
(discréte ou continue) mais que I'on ne comme les ANN, kNN ou SVM.

connait que des observations de cette

machine.

Les HMM sont grandement utilisés en biologie et
bioinformatique (protéines, ADN/ARN,

HMM est une variante des FSM que 'on verra génétique)

au cours 3/3

Le systéme est considéré autonome.

Plus d’information sur smart--grid.net

L’ensemble des cours sont disponible au format Slides et Cours sur le site.



—‘ Chaine de Markov Cachée

Observations effectuées en temps discret Observations effectuées en temps continu




—‘ Chaine de Markov Cachée

Observations effectuées en temps continu




Plan

LEONARD
DE VINCI

1. HMM
2. Evaluation
3. Recherche

4. Apprentissage



HMM
Evaluation
Recherche
Apprentissage

HWNE

1  Chaine a états caches

I'm not gonna hurt ya. I'm not gonna hurt ya. I'm just gonna bash your brains in. I'm
just gonna bash em right the fuck in ! | said, I'm not gonna hurt ya. I'm just going to
bash your brains in. Ha ha ha.



52 Théorie des HMM

Une séquence = deux suites de V.A.

Une cachée, notée Q(1: T) ol q(i) est un état du modéle.
Une observable, notée O(1: T) ol o(i) est une lettre de
I'alphabet (dit des symboles observables).
® A chaque état est associé les probabilités vers un autre état
® A chaque état est associé les probabilités pour un ensemble

al2 2

de symboles observables % -
1\)(:2 azl )::; @
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52 Théorie des HMM

Définition d'une HMM A=(A,B, 1)

Etats ou se trouve la HMM a l'instant t g(t) € S={s1, s2,...sn}
Symboles observable dans chaque état. L'alphabet est noté V
= {v1, v2,...,.vM}. O(t) est le symbole observé a l'instant t.
Matrice A de probabilité de transition dans la HMM

a;j = A(5,7) =P(ge+1=8j | gt =) Vi,je[l...n] Vt € [1...T]
n

aij 20 Vi, j Y =1
j=1

10



52 Théorie des HMM

Définition d'une HMM A=(A,B,TT) --suite--
Matrice B de probabilités d’observation des symboles dans
chacun des états bi(k) =P(Or=vi | ¢ =5;) 1<j<n, 1<k<M
M
bj(k) >0 Vi k et: Y bi(k)=1
k=1
Vecteur de probabilités initiales

=Pl =3s) 1<i<m

m >0 Vi et : Zmzl

Des états finaux (au moins un)
11



52 Théorie des HMM

Définition d'une HMM A=(A,B, 1) --fin--

Modeéle Gauche-Droite 0 @ @ G

Liaison boucle ou vers un état a droite (direct ou éloigné)

12



52 Théorie des HMM

Définition d'une HMM A=(A,B,11) --fin--

Modéle ergodique |
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La chaine cachée est ergodique
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Théorie des HMM

Marche aléatoire

Dans une HMM les observations sont les informations utiles
pour l'utilisation. Générer une marche aléatoire revient a
générer une séquence d'état observable

Choisir un état initial d’'apreés le vecteur initial
Choisir I'observation du temps t d'aprés B
Choisir I'état pour le temps t+1 d’apres A
Revenir a 4

A WN

Une séquence donnée peut étre généré de plusieurs facons.

14



Théorie des HMM

Les trois problématiques des HMM

1. Evaluation de la probabilité de I'observation d'une séquence

Etant donné la séquence d’observations O et une HMM A=(A,B,T),

comment évaluer la probabilité d’observation P(O|A) ?

15



52 Théorie des HMM

Les trois problématiques des HMM

2. Recherche du chemin le plus probable

Etant donné la séquence d’observations O et une HMM A=(A,B,T),
comment trouver une suite d'états Q = g1, g2,...qT qui maximise la
probabilité d’observation de la séquence ?

16



Théorie des HMM

Les trois problématiques des HMM
3. Apprentissage

Comment ajuster les paramétres (A, B, 1) d'un Hmm A pour
maximiser la vraisemblance  pP(O | A) H P(O | A)

oe®

a partir d'un ensemble O de séquences d’'apprentissage ?

17



1. HMM

2. Evaluation

3. Recherche

4. Apprentissage

Evaluation

Lorsqu’on entraine plusieurs modeles de HMM par apprentissage Bayesienne, il
est nécessaire de les évaluations. Avant tout, il faut savoir comment évaluer la

probabilité qu'une phrase soit émise par une HMM.

18



Evaluation

Remarquons d’'abord que la probabilité de la suite d'observations
O, étant donné le modéle A, est égale a la somme sur toutes les
suites d'états possibles Q des probabilités conjointes de O et de

Q.
P(O|A) = ZPOQM > PO Q,MP(Q]A)
Q

19



Evaluation

On réécrit les deux termes :
P(Q|A)= Tq10q1920q2q5 - - - Aqpr_ 1 qr

P(O | ) = bcn (Ol)bq2(02) ce- bq'r(()’l')
La formule est donc la suivante

PO |A)= Z 41051 (O1) G0 (O2) - - - G4y _55:05:(Or)

Q=q1,92,---,9T

Cela revient a énumérer toutes les séquences d’états de longueur
T, donc O(n"T) ... Ce qui est bien trop long !

20



Evaluation

Fonctions Forward-Backward

On remarque que l'observation peut se faire en deux temps :
d’abord, I'émission du début de 'observation O(1:t) en aboutissant
a I'état gi au temps t ,puis, I'émission de la fin de I'observation
O(t+1:T) sachant que 'on part de gi au temps t:

P(O|A) = Za, )B(i

Ou at(i) est la probabilité d'émettre le début O(1:t) et d’'aboutir a qgi
a l'instant t, et Bt(i) est la probabilité d’émettre la fin O(t+1:T)
sachant que 'on part de gi a l'instant t. Le calcul de a s'effectue
avec t croissant tandis que le calcul de [ est réalisé avec t

21



Evaluation

début

Forward-Backward : calcul de a pour i = 1,7 faire a;(§) « m;:(01)

(i) = P(0102...0, q = s; | A) N |
. . tant que t < T faire

On suppose connaitre la suite e 1
d’'observation O(1:t) pour émettre le tant que j < n faire
début de I'observation O(1:t+1) et ar1(d) < [Doiny au(d)aijlbi(Ori)
aboutir dans I'état sj au temps t+1, g+l

o . . fin tant que
on doit nécessairement étre dans g
I'un des états si a I'instant t (O(n2T)) fin tant que

. PO |A) « X i or(i)

22



Evaluation

Forward-Backward : calcul de B

On suppose connaitre la suite
d’observation O(t:T) pour émettre le
début de I'observation O(t-1:T) et
venir de 'état si au temps t-1, on
doit nécessairement étre dans ['un
des états si a I'instant t (O(n2T))

début

pour i = 1,n faire [p(i) « 1

t+—T-—1

tant que ¢t > 1 faire

11

tant que ¢ < n faire
Be(t) <= 22j—1aijb;i (Or41)Be1(J)
t1—t+1

fin tant que

t—1t—1
fin tant que

PO | A) « ™, $1(4)

23



Evaluation

Forward-Backward : finalité

La probabilité d'observation d'une séquence est obtenue en
prenant les valeurs de a et de B a un instant t quelconque :

Cependant, on utilise le plus souvent les valeurs obtenues pour
deux cas particuliers t=0 ou t=T,ce qui donne :

n

POIA) =Y ar(i) =3 mbo(i)
1=1

i=1

24



5 Evaluation

0.3 0.5 0.2 1 0 0.6
Forward-Backward : Exemple A= (0 0.3 0-7) B = (0-5 0;5) i (0-4)
0o 0 1 0 1 0
O!](].) =7r1b1(a,) =106 X1 =04
a1(2) = maby(a) = 0.4 X 0.5 = 0.2
051(3) =7r3b3(a) =3l =0 ‘ 0.3
as(1) = (a1(1)a + a1(2)az; + a1(3)az1)bi(a)
=(06x034+02x04+0x0)x1
=10:18)'%1=0.18
(¥2(2) = (Oq( )(le + o3 (2)(L22 + (3)&;2)1)2(&) 0, L
= (0.6 x0.54+0.2x0.340x0)x0.5
= (0.36) x 0.5 =0.18
q
Plaabb |A) = Zqi a4(i) = 0.2228 o,



5 Evaluation

Forward-Backward : Exemple

Etaﬂs al13) oL2(3i) a3(3) 4(i)
0 0 1 ]
3 L9 Ll o Hy o162 1 0212
0.7 0.7 0.7
05 05 05 05
2 1041 oo 0.18 0072 YOA4 00108
02//05 0.2 /0.5 0.2 /05
06 1 L b3 —2 ¢
sLIOSY g6 FO34 08 =24 o O3
a a b b ]

0.5
0.3

0.3
A=1]1 0
0 0

0.2228

0.2
0.7] B=
1
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3

PUWON=

Recherche du chemin optimal

Il s'agit maintenant de déterminer le meilleur chemin correspondant a
I'observation.

HMM
Evaluation
Recherche
Apprentissage
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5> Calcul du chemin optimal

On cherche la meilleure séquence d'états Q qui
maximise la quantité : P(Q,0 [ A)

Cela revient a énumérer toutes les séquences d’états de longueur
T, donc O(n"T) ... Ce qui est bien trop long !

28



5> Calcul du chemin optimal

Algorithme de Viterbi

0 (i) = Mazx P(q1,q2,...,q = $i;01,002,...,0¢ | A)

q1,---,qt1—1

ot+1(J) = [szavx 01(%) aij] bj(Or41)

En O(n2T)

W contient I'indice du chemin optimal

début

fin

pour ¢ = 1, n faire
| 01 (L) < ﬂibi(01)
'L/)] (&) +—0
fin pour
t+— 2
tant que t < T — 1 faire
3«1
tant que j < n faire
0¢(J) + Maxi<i<n [0:—1(%) ai;] bj(O4)
Yi(J) « ArgMax, <<, [0:-1(7) aij]
=g+
fin tant que
t—1+1
fin tant que
P* « Maxlgign [(5'1“(2)]
gy < ArgMax,<;<p, [67(3)]
t<T
tant que t > 1 faire
q; < Vi1(q741)
t+—t—1
fin tant que




5> Calcul du chemin optimal

Algorithme de Viterbi : Exemple

0.3 0.5 0.2 1 0 0.6
01(1) =mbi(a) =06 x1=0.6 P1(1) =0, A=]0 03 07] B=]|05 05| =n=]04
51(2) = mabo(a) = 0.4 % 0.5 = 0.2 $1(2) =0, 0 0 1 0 1 0
01(3) =m3b3(a) =0x0=0 11(3) =0,
821) = mazi<icn(81(Dan)a (@) (1 Dos
[ 61(1)a;
=mazx 61(2)asr p X b(a)
! 01 (3)(),31 0’ 0.2
(0.6 x 0.3
=maz< 0 x1=1018 4s(l)=1,
[ 0 DR

30



5> Calcul du chemin optimal

Algorithme de Viterbi : Exemple

0.3 05 0.2 1 0 0.6

vi(1) =0 2(1)=1 45(1)=1 4u(1)=1 A=l 0 03 07| B=[085 0] ==|04
’l/)l (2) = 0 1/)2(2) = 1 Q/)3(2) == 1 ’t/)4(2) = 2 0 0 1 0 1 0
»1(3) =0 ¥2(3)=2 Y3(3)=2 Y4(3) =3,
Etats °) 0.3
1 1
s3 10 1 0.105 |1 0.105
0.7 0.7 0.7 \
05 0.5 0.5 0.5 0.2
2 040 o A 0.15 0.045 2By 00067 @ °’
02//05 02 //05 02 //05
1 1 0 0
s1(06/ V03[ o5 VO3 o Vo3[
(3 D
31
a a b b X
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4  Apprentissage

Disposant de séquences d'observations, on souhaite déterminer les paramétres
d’'une HMM qui maximise la probabilité d’avoir ces séquences d’observations.

32



X Apprentissage

Comme on suppose les séquences

d'apprentissages tirées indépendamment, on
cherche donc a maximiser :

m

P(O|A) = HP()’“[A

33



Apprentissage

L'idée est d'utiliser une procédure de ré-estimation qui affine le
modeéle petit a petit selon les étapes suivantes :

choisir un ensemble initial AO de paramétres
calculer A1 a partir de AO,puis A2 a partir de A1, etc.
répéter ce processus jusqu’a un critére de fin.

Pour chaque étape p d’apprentissage, on dispose de Ap et on
cherche un Ap+1 qui doit vérifier :

P(O | Api1) 2 P(O | Ap)

m m

[T PO | Aprr) > T PO | Ap)

k=1 k=1

34



Apprentissage

Ré-estimation par la séquence d’observations k

On définit £ (4, ) comme la probabilité, étant donnés une phrase
Ok et une Hmm A, que ce soit |'état si qui ait émis la lettre de rang t
de Ok et |'état sj qui ait émis celle de rang t+1. Donc :

ff(l’l) =P(gt = si, qt+1 =35 | Ok,/\)

P(a: = 85, ge41 = S, OF | A)
P(O* | A)

& (i,7) =

35



Apprentissage

Ré-estimation par la séquence d’observations k

On réécrit par les fonctions Backward-Forward :

af (i)ai;b; (Ot+l) t+1('.)
P(O* [ A)

On définit aussi la quantitéy*(i)comme la probabilité que la lettre
de rang t de la phrase Ok soit émise par I'état sj :

& (i,J) =

n Z Plg:= si; qee1 =35,0% | A)
j=1

= ZP(QL = 8iy Q1 = Sj | OF,A) ="

3=1

P(O* | A)

0/ (4)BF ()
th i,7) P |IA)

36



X Apprentissage

Ré-estimation par la séquence d’observations k : Baum

Le nouveau modéle Hmm se calcule a partir de I'ancien en

ré-estimant 11, A et B par comptage sur la base d'apprentissage.
On mesure les fréquences :

nombre de fois ou la transition de s; a s; a été utilisée

a; = — ; < .
v nombre de transitions effectuées a partir de s;
Bill) = nombre de fois ott le HMM s’est trouvé dans 'état s; en observant v,
J - nombre de fois ou le HMM s’est trouvé dans 'état s;
= nombre de fois ou le HMM s’est trouvé dans 1'état s; ...
;=

nombre de fois ot le HMM . ..

... en émettant le premier symbole d’'une phrase
a émis le premier symbole d’une phrase

37



T, =

Apprentissage

Ré-estimation par la séquence d’observations k : Baum (algo EM)

Le nouveau modéle Hmm se calcule a partir de I'ancien en

ré-estimant 11, A et B par comptage sur la base d'apprentissage.

On mesure les fréquences : z
m IO |_1

m |O¥|—1 s
1 m Z Z fé(la,/) ; ; Tt (])

m N |OF|-1

: e il g - avec OkF=
it Z,}/{c(z) @i = k=1 I)J(l) - ¢ =]
k=1

38



X Apprentissage

Ré-estimation par la séquence d’observations k : Baum-Welch

L'algorithme de mise-a-jour de la HMM est le suivant :

début

Fixer des valeurs initiales (A, B, )

On définit le HMM de départ comme Ay = (A, B, 7).
p+0

tant que la convergence n’est pas réalisée faire
On posséde le HuM A,

£G,j), W) 1<ij<n 1<t<T-1
On en déduit 7, A, B en utilisant les formules de réestimation.
Le HMM courant est désormais défini par A, = (7, A, B)
pe—p+1

fin tant que

fin

On calcule pour ce modeéle, sur ’ensemble d’apprentissage, les valeurs :

39



X Apprentissage

Ré-estimation par la séquence d’observations k : Baum-Welch

®

Le choix du modeéle initial influe sur les résultats ; par exemple,

si certaines valeurs de A et B sont égales a O au départ, elles le
resteront jusqu'a la fin de I'apprentissage.

L'algorithme converge vers des valeurs de paramétres qui
assurent un maximum local de P(O|A). Il est donc important, si
I'on veut étre aussi prés que possible du minimum global
(pour la vraisemblance), de bien choisir la structure et
Iinitialisation.

Le nombre d'itérations est fixé empiriquement. Il n'y a
généralement pas de surapprentissage.

40



Apprentissage

Exemple 1

Hmm AO défini par les parameétres suivants sur un alphabet {a,b}

045 0.35 0.20 1.0 0.0 0.5
A=1010 050 040 B=1(0.5 0.5 m= |03
0.15 0.25 0.60 0.0 1.0 0.2

On cherche a apprendre sur le mot abbaa

Plabbaa| Ay) — 0.0278

41



Apprentissage

Exemple 2

Hmm AO défini par les parameétres suivants sur un alphabet {a,b}

0.159 0.511 0.327 0.631 0.369 0.311
0.377 0.259 0.364 0.0 1.0 0.0

Plabbaa|Ay) = 0.0529

= A : H 0.0 0.0 1.0 1.0 0.0 1.0
Apres 15 ré-estimation A=10212 0.788 0.0 B=10.969 0.031 a= 0.0
0.0 0515 0.485 0.0 1.0 0.0
P((I- bbaa | A15) 0.2474

Apres 1 ré-estimation (0.346 0.365 0.289) ( 1.0 00 ) (0.656)
A= B— —

R _ : : 0.0 00 1.0 1.0 0.0 1.0
Apres 150 ré-estimation 4 018 082 00) B-[10 00] = |00
0.0 05 05 0.0 1.0 0.0

p((l bbaa ' A150) = (0.2500

42



Apprentissage

Exemple 2

Attention : nombre d'état caché trop grand = apprentissage par
coeur

Convergence du mot abbaa dans un HMM a 5 états

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 1.0
0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0
A=100 00 00 10 00| B=]00 1.0 m= | 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 0.0 0.0

Plabbaa|A)=1.0

43



Apprentissage

Exemple 3

Attention : données d’apprentissage non homogeéne,
convergence vers un optimum local

A (040 060\ o _ (049 051 (031
~— 1052 048 ~\o40 60) " \o.69

Apprentissage sur le premier set puis le deuxiéme set
O, = {aaabb, abaabbb, aaababb, aabab, ab}
0, — {bbbaa, babbaa, bbbabaa, bbabba, bbaa}

44



Apprentissage

Exemple 3

Attention : données d’apprentissage non homogeéne,
convergence vers un optimum local

. (0.40 ().GO) oy (0'49 0_51) " (0.31) O, = {aaabb, abaabbb, aaababb, aabab, ab}
0.52 0.48 0.40 .60 0.69 Oy — {bbbaa, babbaa, bbbabaa, bbabba, bbaa}

Apprentissage sur le premier set puis le deuxiéme set

e 1.0 0.0 B = 036 064\ _ (0.0 Plaababbb|A;)=0.0437
EN069: 0.31 =LA e S D

Plaababbb| Az) = 0.000
A= 1'_“ 0.0 B = 0'6,_5 0.34 = 0.0 Pbbabaaa|A;) = 0.000
: 0.60 0.40 00 1.0 1.0

Plbbabaaa| Az) =0.0434
45
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BPWON -

Conclusion et Python

MonSieuR G R1 ComPri !
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X Python

Bibliotheque sklearn (hmm)

Modéle multinomialHMM = en temps discret

47



X Python

Viterbi (meilleur chemin d’apres I'observation)

import numpy as np
from sklearn import ham

states = ["Rainy”, "Sunny"] Start
n_states = len(states)

observations = ["walk", "shop", "clean"]
n_observations = len(cbservations)

v TN
start_probability = np.array([®.5, ©.4]) ﬁ/ \ 0.3
. o Rainy Sunny |
transition_probability = np.array([ 0.7 / 0.4 \ 0
- \.J

[0.7, 0.3], A

[e.4, 0.5] N B
D 0.1/ \\ 06 Sas 05 h 01
emission_probability = np.array([ e L~ ‘\-0 1 Tl

[0.1, 0.4, 8.5], //-—-.\’ -7 O 0.3 S~ .;.}/-——.\\

])[e.s, 8.3, 8.1] / ? ’ \\\ N ( \
4 Clean

| walk F—
model = hmm.MultinomialHMM(n_components=n_states) \ﬁ
model._set_startprob(start_probability) \_/ \ /
model._set_transmat(transition_probability) Shop ]
model._set_emissionprob(emission_probability)

# predict a sequence of hidden states based on visible states \,__,/
bob_says = [@, 2, 1, 1, 2, @]
logprob, alice_hears = model.decode(bob_says, algorithm="viterbi") 1 Bob says: walk, clean, shop, shop, clean, walk

print "Bob says:", ", ".join(map(lambda x: observations[x], bob_says))

print “Alice hears:", ", ".join{map(lambda x: states[x], alice_hears)) 2 Alice hears: sunny, Rainy, Rainy, Rainy, Rainy, Sunny



52 Théorie des HMM

Comment choisir sa HMM ?
Réseau Bayesien
http://mlg.eng.cam.ac.uk/zoubin/papers/ijprai.pdf

http://thesis.univ-biskra.dz/2288/5/Chapitre%20
3.pdf

http://www?2.agroparistech.fr/ufr-info/membres/



http://mlg.eng.cam.ac.uk/zoubin/papers/ijprai.pdf
http://thesis.univ-biskra.dz/2288/5/Chapitre%203.pdf
http://thesis.univ-biskra.dz/2288/5/Chapitre%203.pdf
http://www2.agroparistech.fr/ufr-info/membres/cornuejols/Teaching/Master-ISI/ISI-10/livre2-v3(ac)-ch-12.pdf
http://www2.agroparistech.fr/ufr-info/membres/cornuejols/Teaching/Master-ISI/ISI-10/livre2-v3(ac)-ch-12.pdf
http://www2.agroparistech.fr/ufr-info/membres/cornuejols/Teaching/Master-ISI/ISI-10/livre2-v3(ac)-ch-12.pdf
http://www.irisa.fr/symbiose/people/fcoste/data/ens/AC/hmm2005_6pp.pdf
http://www.irisa.fr/symbiose/people/fcoste/data/ens/AC/hmm2005_6pp.pdf

