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—‘ Equivalence

Automate et Markov séparé On multiplie les probabilités d'observation avec
les transitions cachées




%> Equivalence

Hidden Markov Model

Les HMM sont des PFA ou les symboles sont
émis par les états et non les transitions.

Il nexiste pas de probabilité de “terminer” la
chaine d'observation.

Plus d’information sur smart--grid.net

Probabilistic Finite Automata

Les états possédent des probabilités de départ,
de fin et de transitions.

Le choix de la transition et I'observation sont
généré par la méme transition, simplifiant les
calculs par rapport aux HMMs.

L’ensemble des cours sont disponible au format Slides et Cours sur le site.



Equivalence

Probabilistic Finite Automata

Les états possédent des probabilités de
départ, de fin et de transitions.

Le choix de la transition et I'observation sont
généré par la méme transition, simplifiant les
calculs par rapport aux HMMs.

Plus d’information sur smart--grid.net

Méthode d’apprentissage
Par ceux des HMM : Baum-Welch

Par inference Bayesienne (Gibbs)

Par réunion d'état - uniquement pour le cas
déterministe (ALERGIA, Learn-PSA, MDI)

L’ensemble des cours sont disponible au format Slides et Cours sur le site.
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1. PFA

2. HMM < PA
3. Merge & Fold
4. Mots interdits

5. Inférence
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Automate probabiliste

A WNE=A

PFA
HMM & PA
Merge & Fold
Mots interdits
Inférence



5 Automate probabiliste

Un PFA est définipar A=1{%, Q, @, 1, T}

2 un alphabet fini

Q un nombre fini d’états

¢:Qx2xQ — [0, 1] une fonction de transition
1: Q — [0, 1] la distribution intiale

T:Q — [0, 1] la probabilité d’arrét



5 Automate probabiliste

Un PFA est définipar A=1{%, Q, @, I, T}
Distribution initiale stochastique :  2-se () =
Transition + Arrét stochastique . VgeQ,m(g)+ EEEQ‘”(‘*”"/)
Un état initial : @) >0 )
Un état final : 7(2) >0
Atteinte d'un état final . p, ZO 4 som

=1



5 Automate probabiliste

Un PFA est définipar A=1{%, Q, @, I, T}

Probabilité de générer un prefix u :
Paw)= > uq)é(q,u.q)

q.9'€Q
Probabilité de générer un mot u¢: T
0.4
Pa(u) = Z Uq)o(q,u,q)7(q) e b 0.1
q.9'€Q
Pa(b) = «(D)o(1,b,1)7(1) + ¢
+ (2)p(2,b,1)7(1) + ¢
= 0.07



5 Automate probabiliste

Langage du PFA
Support du PFA{Z, Q, @, 1, T} = NFA{Z, Q, b, |, F}

(g,a.q") € 0 & ¢(q,a,q') >0
a0.5 a

ao2(( Y1) (2L D «(CX) X e
0.1 0.5

al4 a

Langage du PFA = langage du NFA
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5 Automate probabiliste

Un DPFA est définipar A=1{%, Q, @,1, T}
Un état initial unique
0 € Q > I(qp) =1

Une transition par symbole unique

YVge Q YaeX, |{¢: (g adq)ed}| <1
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5 Automate probabiliste

Un PPTA est DPFA sous forme d’arbre probabiliste
ou de fréquences |

() )=
A(5) C(3)
C(3)
start —>» -
B(15)
A2 A(%

2:% [l)’m (3) @
('(%) U
A(L
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2

HMM <=> PA

uuh WN =

PFA
HMM & PA
Merge & Fold
Mots interdits
Inférence
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X HMM & PA

Rappel : HMM définie par M ={Z, Q, A, B, I}

04 0.6

2 un alphabet fini

[a0.2] [a0.9]

Q un ensemble fini d'états most &7 mon
Probabilité de transition A: Q x Q — [0, 1]

VgeQ, Y Alg.q) =1
q'eqQ

Probabilité d’'observation B: Q x £ — [0, 1]

Vg € Q, Z~B(_q. a)=1

Probabilité initiale 1: Q — [0,1] 2" ~! y



X HMM & PA

HMMT définie par M ={Z, Q, A, B, I} | |
2 un alphabet fini o e

[b0.8] Py [b0.1]

Q un ensemble fini d'états o
Probabilité de transition A: Q x Q — [0, 1]

VgeQ, > Alq,q¢)=1

q'eqQ

Probabilité d' observation B: Q x 2 x Q — [0, 1]

= 7
Vq.¢' € Q, Y B(q.a,q') = { Lif A(g,q’) >0

() otherwise.

Probabilité initiale 1: Q — [O, 1]

15



X HMM & PA

PFA et HMMT

=
Alg.q") = Y é(q.a.q")
acX
(.‘)(q.a,l') . Lifes of
~—t=dl.  if ) ¢(q,a,q') >0
B(g,8,9) =% i ABNT) a€YL
0 otherwise.

b 0.21
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X HMM & PA

HMM et PFA

#(q.a,q") = B(q,a)A(q.q")

Yq.7(q) =0
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X HMM & PA

HMM et HMMT version non-déterministe

0.36

0.4 [a0.3] 0.6
"
0.1 0.3 =
[a0.2] [20.9]
[b0.8] % [b0.1]
[a0.8]
b0.2]

Q' ={(¢,4') € Q x Q|A(q,¢) > 0}

A(q".q") ifq =4q"
0 otherwise.

Al(e:9), (¢".4")) = {
B((q.q").a) = B(q,a.q")

'((q.9") = u(q)A(q.q)



X HMM & PA

HMM et HMMT version détermini

0.34

[20.3]
[b0.7]

04
0.9
L TR s
[b0.8] o b 0.1]
[20.8]

b0.2]

0.6

Q=QxZ=|Q|=0(Q| x ||
V((g,a)) = X e Ud')Ald'.9)B(q' a,q)
B'((g,a),z) = 1if x = a, and 0 otherwise

A'((q,a),(¢',b)) = A(q.4")B(q.b.q")

ste
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X HMM & PA

Probabilité d’ émission d’'une observation :
k
Backward-Forward Pra(8) = I(so) - (H P(s;-1, 2, m) . F(sx)

Préfixe de taille i arrivant sur état g

a.lt,q) = Z I(sg) - H P(sj-1,z;,5;) - 1(q, 5i)
j=1

Iso.s;..‘..s‘- IE(;)_,UI'_ ‘.<J‘5|

1{g.¢")=1if g = ¢"' and 0 if ¢ q'.
T E= 174 Pry(z) = Z a,(|z|. q) - Flq)

a,(0,.q) = I(q), €Q
ag(i,q) = Z(T:U—l-({l] Pz q), 1<i< |z
?'€EQ
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X HMM & PA

Probabilité d’ émission d’'une observation :
k
Backward-Forward Pra(8) = I(so) - (H P(s;-1, 2, m) . F(sx)

Suffixe de taille i provenant de I'état g

2l
8.(i,q) = > 1gs): (H ij-_l.‘,-,e_,.) - F(sp),
j=i+1

;v .ql_.l\b'('-)_.ﬂ.r 1l ||

Pralz) = Z[lql - 3.0, q)

B.(|z],q) = Flq), EQ
B.(8,9) = Z B.(i+1,¢') Plg.z;,¢), 0<i<|z|-1
q ':(J
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X HMM & PA

Chemin générant |'observation avec la plus grande
prObab|||te Pry(8) = I(sg) - (HPl -_lr ) Flsg) = ars,maxl’ulm

0EO 4(x)

Transformation en HMM
Application de Viterbi

22



3

Merge & Fold

C'est cool les origami !l

R WN =

PFA

HMM & PA
Merge & Fold
Mots interdits
Inférence
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X Merge & Fold

b 45

Frequency finite automata: FFA

F(q)
P —
(q) F;]’GQ,an (q',a,Q)

Probability of states

Probabilistic finite automata: PFA

F(q.,a,q")

a(q’a’q') a "
Foss(q".0.9)

Probability of edges

24



X Merge & Fold

Arbre de préfixe

490
128
170
31
42
38
14

10
10

abb 4 | abab 2 | aaaaa
baa 9 | abba 2 | aaaab
bab 4 | abbb 1 | aaaba
bba 3 | baaa 2 | aabaa
bbb 6 | baab 2 | aabab
aaaa 2 | baba 1 | aabba
aaab 2 | babb 1 | abbaa
aaba 3 | bbaa 1 | abbab
aabb 2 | bbab 1

abaa 2 | bbba 1

Pk ek ek ek ek ek e

al m
a4 Gat :

al*”bs ] P

: 31 1

a Qﬂ!!l’
64 ab .qaz ) :
n b 18(gums : 10 250 i 3 b 1;("%2»» : !:

b3 % 2 2)—

a : 128
2 2,(qaba? : 2)
a14 qcba: 10
a 257 b65 b 2 (Gabab © 2)

1 42

Jap2a2 -

a4q2
b9 @HII' ‘HII. b1 @abzep : D

~ |
9oas *
: 9
ald =

al Gvaba
X

b1 Gap? : 1
1

al (g :
Qoba : 3
pod asfem:d) 1

b 1 (@b2ab -
Gob - 14

al (gs,:1
AT

: 38

b 253 a57 s 1
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X Merge & Fold

Merge & Fold entre A et aa

26



X Merge & Fold

1. Déconnecter et reconnecter

27



X Merge & Fold

1. Déconnecter et reconnecter

(@l Do

Exemple du mot aaa : aa et A ont mergés, donc lire aaa revient a
prendre la transition a a partir de A



X Merge & Fold
2. Plier

Exemple du mot aaa : tous les mots contenant aaa s'arréte apres
aaa. Donc I'état a a deux éléments qui s’arrétent en plus

29



52 Inférence

3. Coller

b1 '(Qaabbl 1>

[

b52~ !a50

100 qxl 41 a5

/ a6z -
100 qm|41

Exemple du mot aabb : aprés avoir merger aab, on se retrouve en b
et il faut faire une transition b. Cette derniére n’existe pas donc on
attache I'arbre non reconnu sur b. 30




pNg

Inférence

Attention a ne pas trop réduire !!!

2
ajsg

1
4

Comment savoir quand et ou utiliser Merge & Fold ?

31



4

Mot interdit

Comment faire de l'inférence quand certains mots sont interdits ?

e WN =

PFA

HMM & PA
Merge & Fold
Mots interdits
Inférence
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En rouge les états Validés; En bleu les états en Attente (enfants)
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S ={aa, ab, aaaa,

Merge & Fold entre les états 1 et 2

ba}
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5> MDPI

—_—d 29 2P, 22339 2V~
5_—{ ad, db, dddd, Pda }

Aaaa est incompatible, donc 2 devient rouge

On merge Tet 3
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5> MDPI

S ={aa, ab, aaaa, ba}

On merge 1 et 3 : opération réussi car pas de mots incompatibles
On merge {1,3,6} et {4,13}
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5> MDPI

2. 1011,15

S ={aa, ab, aaaa, ba}

On merge {1,3,6} et {4,13} : mot incompatible, on test alors {2, 10} et {4,13}
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5> MDPI

b

S ={aa, ab, aaaa, ba}

On merge {1,3,6}, {2, 10} et 14,13} : encore un mot incompatible, {4, 13} ne
peut plus étre merger avec un Valide, il devient alors Validé.

38



5> MDPI

S ={aa, ab, aaaa,

Une fois qu'il ne reste que des états Validés, on arréte.

ba}

39



3

Inference

Comment construire un langage probabiliste a partir d’échantillons.

iR WN =

PFA
HMM < PA
Merge & Fold
Mots interdits
Inférence

40



Inférence

Hoeffding bounds (test de compatibilité)

Soit f la fréquence d'un symbole pour un état 1 et n le nombre d’
élément dans cet état (somme sortants + absorbés)

R

nl n2 Avec a entre O et 1

Choisir une Limite de fréquence t

41



52 Inférence

Hoeffding bounds (test de compatibilité)

Peut-on merger deux états ? Tester la compatibilité sur tous les

suffixes.

\ o
| |
N
A
[
|
F

7 N
a15 (Gaaa : 8
e
(Gaa : 3L

3,
64 i
B b18\q w i 10

31

128 P

qﬁﬁ—/ aZ/q 21 2)
/ 14(gena : 107

bﬁs\‘—a /b2 qbab:2\/‘

Qb 42 <l

WU‘

r.ww“
(a
o

/‘\
®

=}
&

\eo)
T

8/
|
|
|
[4)
o
-

u‘
/,Q N
&
g L4 [

Ja21

DA

a257/

/ & L (Qapia2 : D)
/ a4\qb : 2 Tuta * )

/ bQ‘fq b 4) e 2
L b1 \qb + 1)

1000 -q,\ : 490 —
X 22 (Gyqs
\ \ L)
\ al3'\11b T
\\ b 2 (goab : )
qb 38 —

\\\ ai/i

253\ — a1l (@ 1\
bG (oan 4/1' i —

bl ’1hb .1\1

@ =N
@1

8
b 2\ ;Vl5 w&/
14

T al qb : 1)
b7 ((Ibbb ST 4

Merger A et a = Tester Hoeffding bounds sur :
ax* et aaZ* (A et a avec le suffixe a et)

bZ* et abZ* (A et a avec le suffixe b)

Les fréquences d’absorption

Et de méme pour TOUS les successeurs !

257/1000 et 64/257

253/1000 et 65/257

490/1000 et 128/257 etc.

Les tests donnent Vrai avec a=0.05 et to=3O
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pNg

Inférence

ALERCGIA : Hoeffding + Merge & Fold

al (ge:D

a4 (g I @
215 (qua  § ol
b

3l Gama2 1 D
25 g 9
I N e

: 10
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HMM
Evaluation
Recherche
Apprentissage

BPWON -

Conclusion

Monsieur, c’est pas bientoét fini tout ce charabia !?

44



%> Recherche Opérationnelle

L'inférence n'est pas qu'une question de convergence, deux
critéres de vraisemblance sont aussi a prendre en compte :

Langage PAC-learnable
Divergence de Kullback-Liebler (“inclut” dans ALERCIA) : avec

A des automates D(Ao|| A1) = Y Y civolgia)log %
i €Qo aeXU{#} -
! =—H(Ay) — ) Y. ¢ivol(gi,a)logv(g,a)

i €EQo aeXU{#}

Perplexité (2°8-!kelihood) gyec S un mot

|S| |=
LL=|- ; ZZI()gP(:L'ﬂqi)

8

1=1 =1
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%> Recherche Opérationnelle

Parfois les automates sont trop grand pour faire de I'inférence par
ces méthodes, il faut alors passer par de la Recherche
Opérationnelle :

Algorithme génétique : les génes sont des partitions d’états
encodés en fonction du set; les opérations se font sur le
numéro de set.

{{1,3}{2} {4.5}}
126H3,7,910K4.8 12{HH11
{1 {2} (3.4 ,5)) {{1,2,6}{3.7,9,1044 8,12}{5}{11}}

{1} {2} {3} {4.,5}} (112341232253)
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Recherche Opérationnelle

Parfois les automates sont trop grand pour faire de I'inférence par
ces méthodes, il faut alors passer par de la Recherche
Opérationnelle :

Recherche Tabou : tester les convergences et leur attribuer
une note en fonction de Kullback-Liebler. Effectuer le meilleur
regroupement, annuler+Tabou si mot incompatible ou
non-consistance (des zones sans états finaux).
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